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En este articulo se explica la aplicacion de la métrica D' al

caso colombiano, a partir del analisis de la estructura de
denominaciones de billetes y monedas y su evolucion en el
tiempo. Igualmente, se presenta la actualizacidn del estudio de
Arango, Misas y Hernandez (2004) para determinar, de acuerdo
con esta métrica, el momento en que se deberia introducir la
nueva denominacién de $100.000.

La primera parte del articulo explica la métrica D y sus alcances. En la segunda se
presenta la evolucion de la estructura de denominaciones en el caso colombiano y
su relacion con la métrica D. En la tercera se explica la metodologia utilizada con un
ejemplo hipotético de solo tres denominaciones. En la cuarta parte se realizan los
calculos para Colombia y se presentan las proyecciones realizadas en 2013 para los
afos siguientes. La parte final expone las conclusiones.

I. Métrica D
A.  Modelo e implicaciones

Los resultados principales de este modelo, introducido por Payne y Morgan (1981),
se basan en el estudio empirico de la estructura de denominaciones de billetes y
monedas en un grupo de paises, con especial énfasis en el Reino Unido. Su principal
caracteristica consiste en que la estructura de denominaciones estd estrechamente

" Miembros del Departamento Técnico y de Informacion Econdmica de la Subgerencia de Estudios Econémicos
del Banco de la Reptiblica. Se agradece a Sebastidn Sanin por su valiosa participacion y por sus sugerencias y
comentarios en la elaboracion del presente articulo. Los resultados y opiniones son responsabilidad exclusiva
de los autores y su contenido no compromete al Banco de la Reptblica ni a su Junta Directiva.

! La métrica D es una metodologia presentada en Payne y Morgan (1981:45-53).
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ligada al promedio diario de las transacciones
en efectivo, medido por un parametro deno-
minado D. Los autores utilizan como referen-
cia para D el salario promedio diario para di-
ferentes paises, y obtienen como resultado las
siguientes conclusiones, que se pueden ver en
el Grifico 1:

a) Existen dos denominaciones por encima
del valor de D.

b) El limite entre billetes y monedas esta entre
D/20y D/50.

Grifico 1
Estructura denominacional segtin la métrica D

B3 B3 B Bid [eo] [ee] W@ [ee] [es] [e4] [es] [e2] [61]

5000 2000 1000 500 200 100 50 20 10 5 2

Monedas Billetes

Fuente: Arango et al. (2004).

Adicionalmente, Payne y Morgan (1981)
encuentran que, dada una cantidad de perso-
nas y un nivel de precios creciente, los volu-
menes iran siempre al alza, como se presenta
en el panel A del Grafico 2. En dicho grafico
se muestra, para el Reino Unido, el valor no-
minal acumulado de las denominaciones en el
eje vertical, y cada una de las denominaciones
en el horizontal, ordenadas de izquierda a de-
recha de menor a mayor denominacion.

Adicionalmente, al dividir los valores
nominales acumulados entre el indice de pre-
cios, se obtiene el valor real acumulado de
piezas, caso en el cual Payne y Morgan en-
cuentran que las lineas tienden a converger
entre los diferentes afios (Grafico 2, panel B).
Asi, los autores concluyen que, suponiendo el
crecimiento de la poblacién y otras variables
constantes, el valor real acumulado en cir-
culacién tiende a ser constante a lo largo del
tiempo.

Los autores también encuentran que,
a medida que aumenta el valor nominal de
las transacciones realizadas con efectivo, los
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Grifico 2
A. Volumen actual en circulacion (acumulado)

Volimenes en circulacion observados
(mostrados de forma acumulada)

(volumen acumulado,
000 millones)

1/2p 1p_2p  5p 10p (20p) 50p £1 (£2) £5 £10 £20
0 1 T 1 T T =
PR Limite observado billete - moneda
P La frontera para el billete de
la métrica D muestra un
requerimiento constante de
3 billetes, de 2.000 millones.
Esto fue inferior en los anos
4 anteriores porque (como se
muestra en el diagrama 4)
5 la denominaciéon 50p
deberia haber sido el billete
de denominacién mas baja
6 a principios de los anos
setenta. Esta denominacion
7 50p es ahora valida en el
rango de moneda, por lo
8 que £1 es correctamente la
denominacién mas baja.
Es interesante ver que el
9 limite actual billete — moneda
coincide con el de la
10 métrica D.
1
12
13

B. Volumen actual en circulacion (acumulado)
(D-indexado a valores reales de 1972)

(volumen acumulado, Volumenes en circulacion observados

000 millones) (mostrados de forma acumulada)
D - indexado a valores reales de 1972
1/2p 1p 2p 5p 10p (20p) 50p £1 (£2) £5 £10 £20
[ T [ 1 2
1 1972ivalor
O
2 = g Limite billete — moneda de la
métrica D
3 3.000)
4
5
6
7
8
9
10
1 —
12 —

Fuente: Payne y Morgan (1981).



agentes tienden a utilizar mds piezas de altas
denominaciones en sustitucion de las meno-
res. Eventualmente, se llega al punto en que
se deja de utilizar la especie de menor valor.

B. Caso colombiano

En el caso colombiano se observa como regu-
laridad empirica que cuando la mayor deno-
minacion ha pasado a tener el mayor nimero
de piezas en circulacidn, se han emitido las
nuevas denominaciones (Grafico 3).

Grafico 3

Participaciones sobre total de piezas (2.000 a 50.000)

(porcentaje)
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Fuente: Banco de la Republica.

Igualmente, se observa que al replicar
el grafico de Payne y Morgan para la primera
década de 2000, en general se cumple el su-
puesto del volumen constante en términos
reales (Grafico 4).

Teniendo en cuenta lo anterior, se pro-
cedi6 a adaptar esta metodologia para el caso
colombiano, siguiendo el procedimiento uti-
lizado en Misas, Arango y Hernandez (2004).
En particular, se utilizo la estructura de la par-
ticipacion de cada denominacionyy, a partir de
su evolucion en el tiempo, se estimo el valor
del pardmetro D.

Se parte del hecho de que la evoluciéon
de este parametro debe reflejar el patrén de
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Grifico 4
Volumenes acumulados deflactados para el caso colombiano®

(millones de piezas)
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Fuente: célculos de los autores.

gasto de los agentes que se fondea con efec-
tivo. Cuando los agentes incrementan el nu-
mero de piezas para realizar sus transaccio-
nes, se produce un aumento en sus costos de
transaccion. Con el fin de evitar estos costos,
los agentes tienden a utilizar un nimero mas
elevado de piezas de alto valor y disminuyen
el uso de las de menor valor. Este comporta-
miento se ve reflejado en el valor del parame-
tro D.

El objetivo del ejercicio es el de calcu-
lar el valor del pardmetro D implicito en la
estructura de participaciones de cada deno-
minacion. Luego, a partir de la proyeccion de
estas participaciones por medio de métodos
estadisticos, se determina el momento en el
que se deberia introducir una nueva denomi-
nacion.

II.  Calibracion del paramétro D
1.  Ejemplo hipotético e intuicién

Suponga que se tiene una estructura de tres
denominaciones, donde B3 corresponde a una
denominacién de $2.000, B2 a una de $5.000
y Bl a una de $10.000. El volumen acumulado
total deflactado (V) es constante e igual a 85
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unidades. Los siguientes graficos muestran el
volumen acumulado en el eje vertical, y cada
denominacion en el horizontal. Si D no cre-
ciera, los volumenes acumulados se deberian
mantener constantes. Sin embargo, tanto D
como los volumenes de cada denominacién
cambian en el tiempo, aunque el volumen
total se mantenga igual (linea punteada en el
Grafico 5). Por tanto, se ve afectada la partici-
pacion de cada denominacion.

En el Gréfico 5 se supone que en el pri-
mer afo (t = 0), el valor del parametro D = DO
es igual a la menor denominacién, que es el
billete de $2.000. En el segundo periodo (t =
1), D aumenta a D1 = $3.500. Este movimien-
to crea un factor de desplazamiento entre B3 y
D1, que llamamos A, el cual es igual a $1.500.
Como resultado, se presenta un cambio en los
volimenes individuales, como se observa en
el Cuadro 1 y el Gréfico 6. De acuerdo con
esta métrica, mientras el valor del factor A, sea
menor a la diferencia entre las denominacio-
nes ($3.000 en el ejemplo), no se deberia in-
troducir una nueva denominacion.

Notese que la pérdida de volumen del
billete de $2.000 (B3) lo ganan las otras deno-
minaciones:

VAC = VAC

#+1,($5.000,$10.000)

de vol.$2.000

|+ pérdida

£,($5.000,$10.000

Grafico 5
Estructura de tres denominaciones

(nimero de piezas)
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Cuadro 1¥
Volumenes de piezas

Volimenes Volimenes
individuales acumulados
t=0 t=1 t=0 t=1
B3 2.000 50 25 85 85
B2 5.000 25 40 35 60
B110.000 10 20 10 20

a/ Las cifras de este cuadro corresponden a un ejemplo
hipotético.
Fuente: calculos de los autores.

Grafico 6
Estructura de tres denominaciones

(numero de piezas)

DO = 2.000
D1 = 3.500

Fuente: célculos de los autores.

Volumen B3 2.000 B2 5.000 B110.000
inicial de T T
$2.000
DO = 2.000 D1 = 3.500
2 -
0 Péseliffa de
@ olumen de
SN ] 2000
50 | | J
60
70 r
80 r
90 -
— =0 t=1
Fuente: célculos de los autores.
Donde VACt+ 1,(85.000,$10.000) VACt,($5A000,$10A000)

es el volumen acumulado de piezas de los bi-
lletes de $5.000 y $10.000 en cada momen-
to, t + 1 y t, respectivamente, y pérdida de
v0l.$2.000 corresponde a la pérdida del volu-
men de piezas del billete de $2.000 entre los
periodos ty t + 1.

Todo esto indica que la pérdida de volu-
men de B3 ($2.000) estd relacionada con la evo-
luciéon de D, como se ilustra a continuacion?

D-B3 . pérd. vol. B3
= —— esiguala
B2-B3 vol. inicial B3

? La siguiente relacion se establece a partir de la definicién de
tangente de un tridngulo rectangulo.



ST _D-B3
= Ello implica: pérd. vol. B3 = B2 B3 vol.
inicial de B3 = ¢ x vol. inicial de B3

D - B3
donde ¢ = B2 - B3

Asi, la formula de célculo de los volume-
nes acumulados es

VAC =VAC

L BB . g + @ X vol. inicial de B3

El ejercicio también se puede hacer en
participaciones, al dividir por el valor total del
numero de piezas VAC, ., que se supone
constante y en este caso es igual a 85:

PAC,, .5 =PAC, ., + ¢ part. indv. de B3
Si D= B3 % =9=0

SiB3<D<B2 0< %:(p<1
SiD=B2 % = ¢ =1 (nueva denominacion)
SiD> B2 52;_%33 =¢>1(se debié haber emi-

tido una nueva denominacion)

En el momento en que D alcance el valor
D2 = $5.000 (que en la parte inicial del ejem-
plo corresponde a B2), el factor de desplaza-
miento A2 = 3.000 serd igual a la diferencia de
las denominaciones y ¢ se vuelve igual a 1, lo
cual sugiere la introduccién de una nueva de-
nominacion ($20.000) (Griéfico 7).

Dado que el volumen acumulado es
igual en todas las fechas, en el tercer periodo
(t=2) la nueva denominacién de $20.000 em-
pieza a ganar volumen, como se ve en el Cua-
dro 2, a la vez que la menor denominacién lo
pierde (i. e.: 1a de $2.000)°.

* Este argumento es coherente con las formulas presentadas
anteriormente.
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Grafico 7
Estructura de tres denominaciones

(numero de piezas)
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Fuente: cdlculos de los autores.

Cuadro 2
Volumenes de piezas

Volumenes Volumenes
individuales acumulados
t=0 t=2 t=0 t=2
B4 2.000 50 0 85 0
B3 5.000 25 50 35 85
B2 10.000 10 25 10 35
B1 20.000 0 10 0 10

Fuente: cilculos de los autores.

En el Grafico 8, cuando D = 5.000 y se
introduce el nuevo billete, se ve que el volu-
men que poseia la menor denominacion (an-
tes B3 ahora B4 = $2.000), es reemplazado por
las demds denominaciones, haciendo que su
participacion caiga a cero.

Alternativamente, como se explico, se
puede afirmar que la pérdida de volumen del
billete de $2.000 (inicialmente B3) es una pro-
porcién de su volumen inicial. A su vez, las
demas denominaciones ganan volumen, don-
de el nuevo nivel es la suma de su volumen
anterior mas la proporcién perdida por B3. D
determina el valor tomado por ¢. Expresando
el ejemplo hipotético en términos de partici-
paciones, se construye el Cuadro 3.
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Cuadro 3
Participaciones de cada una de las denominaciones en el total
(porcentaje)

Participaciones individuales (pi)

Participaciones acumuladas (Pi)

t=0 t=1 t=2 t=0 t=1 t=2
B4 2.000 58,82 29,41 100,00 100,00
B3 5.000 29,41 47,06 58,82 41,18 70,59 100,00
B2 10.000 11,76 23,53 29,41 11,76 23,53 41,18
B120.000 11,76 11,76

Fuente: calculos de los autores.

Grafico 8
Estructura 3 denominaciones

(numero de piezas)
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Fuente: célculos de los autores.

ITII.  Calibracion del parametro ¢ para
Colombia

Para el caso colombiano, se sigue la metodolo-
gia expuesta en Arango et al. (2004) (Anexol),
de 2003 a 2012. De acuerdo con esta metodo-
logia, se estima el valor de ¢ de acuerdo con
la explicacion de la seccion anterior®. Para los
valores proyectados de las participaciones se
utilizan los modelos de las redes neuronales

* Cabe anotar que a partir de la estimacién de ¢ se puede
conocer el valor de D implicito en la estructura de denomi-
naciones.

artificiales (RNA), ya que, de acuerdo con
Arango et al., estos son los modelos que mejor
explican el comportamiento de las variables
en cuestion.

A.  Resultados histéricos de ¢

Partiendo del hecho de que los billetes de
$5.000, $10.000, $20.000 y $50.000 fueron las
denominaciones de mayor valor facial en di-
ferentes momentos del tiempo, se tomd como
referencia el valor promedio de las partici-
paciones de los tres o cuatro primeros afios
de vida de cada una de estas especies mone-
tarias hasta el momento en que el Banco de
la Republica decidié emitir una nueva especie
monetaria.

P

i-1, 17 i- 1, primeros afios

Ast: ¢, | =

i, primeros afios

Donde 1 > primer afio de emision, e, i > 2

De esta forma, para el periodo 1987-
2014 se procedié a calcular la pérdida de par-
ticipacion del numero de piezas del billete de
la denominacién anterior, frente a la mayor
denominacién introducida en cada momento
del tiempo. Asi, ¢, se calcul6 para cada perio-
do de la siguiente manera®:

5 Cabe resaltar que en los ejercicios que se desarrollaron para
definir el pardmetro a utilizar, también se calcularon los va-
lores para los pardmetros ¢,, ¢, y ¢,. Sin embargo, los resul-
tados presentaron ambigiiedades en algunos casos o lentos
crecimientos en otros. Los gréficos se presentan en el Anexo.
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En el Grafico 9 se muestra ¢, y su evolu-
cion en el tiempo.

Grafico 9
¢, en el tiempo
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Fuente: célculos de los autores.

Proyecciones de ¢

Al proyectar el pardmetro ¢, utilizando la
técnica de redes neuronales, el modelo arro-
ja los resultados presentados en los graficos
10 y 11. En particular, el Grafico 10 presenta
la proyeccién de las participaciones sobre el
total de piezas de las denominaciones ubica-
das en el rango $2.000-$50.000. El Grafico 11
muestra la evolucion proyectada de ¢, en el
tiempo, donde se nota que, cuando se acerca
a 1, se emite una nueva denominacion. En la
ultima fecha de estimacion, y con los pronds-
ticos realizados, alrededor de finales de 2015

02
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Grifico 10
Participaciones sobre total de piezas (2.000 a 50.000)

(porcentaje)
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Fuente: Banco de la Republica; célculos de los autores.

Gréfico 11
¢, en el tiempo

—$10.000 _$20.000 .$50.000
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Fuente: célculos de los autores.

o comienzos de 2016 el valor de 1 es sobrepa-
sado. Segun lo sugerido por la metodologia, el
resultado indica la introduccién de la nueva
denominacion de $100.000.

IV. Conclusiones
Los resultados de esta calibracién y los pro-

noésticos arrojados por las redes neuronales
artificiales, en concordancia con el criterio
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de esta métrica, indican que la economia va a
necesitar la nueva denominacion de $100.000
entre 2015 y 2016.

Este resultado se obtiene a partir del
analisis del cambio en las participaciones de
las diferentes denominaciones en el nimero
total de piezas en circulacion y es coherente
con el aumento observado de la participacion
del billete de $50.000.

Dada la utilizaciéon de un modelo es-
tadistico (redes neuronales artificiales) para
proyectar valores no observados, los pronds-
ticos puntuales estan sujetos a incertidumbre
y, por tanto, deben interpretarse como una
aproximacion estadistica.
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Metodologia de calibracion del valor D

Se siguen las metodologias de Arango, Misas
y Herndndez (2004) y Correa (1983) para esti-
mar el valor D, para esto se emplean los valo-
res del nimero de piezas observados o estima-
dos para cada denominacion.

1. Se toman los valores mensuales de circu-
lacién para cada una de las especies en
circulacion.

Vac,=%!_|  #depiezas,i=1lera, 2nda,...,m
m=10

_Vac,
Vd, = ""/1pc

t

después Vd, =3'" Vd,

Y se toman tnicamente los promedios
anuales.

2. Se calcula la proporcién acumulada pro-
medio anual para cada denominacién:

_vd
Pi - It/Vdmz

3. La proporcioén por denominaciéon prome-
dio anual es igual a:

pi=Pi_Pi—1

4. La relacion entre Dy la estructura denomi-
nacional establece que D debe estar entre
la segunda y tercera denominacion. Se de-
fine el pardmetro ¢, que medira la distan-
cia relativa de D, con la segunda y tercera
denominacién:

_ D-B3 A

B B3 B2 B3
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anexos

Anexo 1

Si D es conocido y ¢ > 1, sera momento
de introducir una nueva denominacién.

5. De acuerdo con la métrica D, el parametro
¢ establece una regla de evolucion de las
proporciones acumuladas:

Pi—l,t+1 = Pi—l,t+ q)pi,t

Esta regla busca medir, mediante ¢, qué
tanto de la proporcién acumulada en ¢ + 1
para la denominacién i - 1 se debe a pérdidas
en la proporcion promedio de i:

P$50.000 S+ 1 = P$50.000 St + (Pp$20.000,t

¢ indicara en qué grado la nueva participa-
cién acumulada de $50.000 le rest6 participa-
cidn individual al billete de $20.000, y cuando
¢ > 1, sera momento de introducir una nueva
denominacion. Si se conociera D, se podria
encontrar ¢ (paso 4).

Sin embargo, el proceso de calibraciéon
de ¢, empleado por Arango et al. (2004), par-
te de ¢ para encontrar D. Esto lo hicieron de
manera consistente con los datos observados,
especificamente con la proporcion del billete
de $50.000 sobre el total de piezas en diciem-
bre de 2003 con respecto al promedio de 2000
a2003:

Pi71,03 - Pi—l,{00,03

9, = Hi=[2,10]

p; {00,03}

Dependiendo del periodo, P, puede
i-1,t+1

ser observado o deberd ser estimado con los

modelos de redes neuronales.

Segun Arango et al. (2004):

Como ya se explicd, la métrica D responde
a una mecdnica en donde las proporciones
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relativas de las diferentes denominacio-
nes se van desplazando de acuerdo al po-
der adquisitivo de la estructura. Una vez
calculado el promedio de los ultimos tres
afos, se calibro el factor de desplazamien-
to, ¢,, para que la proporcion del billete de
$50.000 sobre el total de piezas en circula-
ci6on a diciembre de 2003 fuera consistente

con el volumen de piezas de $50.000 en
circulacion a esa fecha.

Debido a que esta definicién no deja cla-
ro cudl ¢, | que utilizaron para encontrar el
valor D de 10.700, en el presente articulo se
calibraron todos los ¢, (¢,, ¢,), de acuerdo
con Arango et al. (2004):

Cuadro Al.1
Estimacion del pardmetro ¢

Millones de piezas

Valor de la Denomi-

denominacién nacion  Promedio Dic 2013 P_prom. P_dic.-2003 P_prom. p_dic.-2003 )
2000-2003

50 10 32,74 40,13 1,00 1,00 0,24 0,22 9 0,078

100 9 25,01 31,39 0,76 0,78 0,19 0,18 8 0,126

200 8 18,91 24,11 0,58 0,60 0,14 0,13 7 0,228

500 7 14,48 18,98 0,44 0,47 0,11 0,12 6 0,194

1.000 6 10,77 14,08 0,33 0,35 0,05 0,06 5 0,361

2.000 5 9,00 11,81 0,27 0,29 0,05 0,04 4 0,504

5.000 4 7,42 10,07 0,23 0,25 0,03 0,03 3 0,804

10.000 3 6,35 8,83 0,19 0,22 0,08 0,07 2 0,503

20.000 2 3,71 6,18 0,11 0,15 0,10 0,12 1 0,222
50.000 1 0,34 1,33 0,01 0,03 0,01 0,03

Fuente: Misas et al. (2004).
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Anexo 2

Grafico A2.1
Gréficos para ¢, ¢,, ¢,y @,

A. ¢, en el tiempo

10 ¢
09 |
08 |
07 |
06 |
05 |
04 |
03 |
02 |
01 |

040 L 1 1 1 1 L 1 1 L 1 L L 1 L 1 L 1 1 L ]
dic-87 dic-89 dic-91 dic-94 dic-96 dic-99 dic-04 dic-06 dic-08 dic-10 dic-11

C. ¢, en el tiempo

12 -
10 +
08 |
06
04 |

02

dic-87 dic-89 dic-91 dic-94 dic-96 dic-99 dic-04 dic-06 dic-08 dic-10 dic-11

B. ¢, en el tiempo

12

1,0

Ambigledad
08

06
04 +
02

00 !

02 L
dic-87 dic-89 dic-91 dic-94 dic-96 dic-99 dic-04 dic-06 dic-08 dic-10 dic-11

D. ¢, en el tiempo
1,0 ¢
08
06
04

02 r

-02 -
dic-87 dic-89 dic-91 dic-94 dic-96 dic-99 dic-04 dic-06 dic-08 dic-10 dic-11

Fuente: calculos de los autores.



